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(mathematisches)
Problem
[z.B. Programm-Spezifikation]

Formalisierung

Syntax
[nur Notation, keine Bedeutung,
“Formeln”]
Wahrheitsbegriff Beweis
[sem. Folgerungs- [synt. Folgerungs-
operator=] operator-]
Semantik - Kalkule
[Bedeutung, Interpretation,, Korrektheit .| [nur Ableitungen, Regeln,
Verknipfung mit L . Axiome, syntaktische
“Wirklichkeit"] Vollstandigkeit Umformungen]

Abbildung 1: Zentrale Begriffe der mathematischen Logik und deren Beziehungen
(nach B. Becker)

1 Aussagenlogik

In der Aussagenlogik werden komplexe Aussagen durch \grkmgen (und”,
»oder‘, .nicht*) aus elementaren Aussagen aufgebaut. Elementaraussagen sind
entweder wahr oder falsch und nicht weiter zerlegbar.

Der Wahrheitswert einer komplexen Aussagadt nur von den Wahrheitswerten
der Teilaussagen und der g@gwten Verkiipfung (demJunktor) ab. Daher ist es
z.B. nicht nbglich, eine Verkipfung wie, A solange B* in der Aussagenlogik
auszudiicken.



1.1 Syntax

Definition Die Sprache der Aussagenlogik (AL) besteht aus Symbaien f

e Atome (atomare Aussagen, Aussagevariablen (propositional variablés), (Pr
dikat-)Variablen).ay, as, as, . .. (‘genigend viele*); wenn angenehm auch
Ty Y, 2y e

¢ Junktoren (logische Verkipfungsoperatoren):
V(.,.) (-Kerbe")
A(.,.) (,Dach®)
=(.) (,Hacken")
1 (,Bottom®)

e Klammern:(,)

Formeln sind besondere endliche Zeichenkettbar diesen Symbolen. Welche
Zeichenketten eineudtige Formel ergeben, wird durch die folgende Definition
festgelegt.

Definition 1.1 (aussagenlogische Formelpei ®, = {z,y,z,...} eine Menge
von Aussagevariablen. Die Mendgeder aussagenlogischen Formelher®, ist
definiert als die kleinste Mengéirfdie gilt:

1. o0 C P, L € O.

2. RallsF,G € ®,soauch(F'vG) € ¢, (FANG) € dund-F € O,

Prazedenzregeln (um Klammern zu sparen):

A bindet sarker alsv

— bindet am sirksten

vV und A sind linksassoziativ:
F v GV H wird verstanden al§F' v G) V H,
F NG A H wird verstanden al§F A G) A H

Aul3enklammern &nnen weggelassen werden.



Beispiel:
—zVyANzV_L
(z)V(yAz) VL

Abgeleitete Operatoren:

F=G:=-FVvG (Implikation)
F&G:=(F=G AN(G=F) (Aquivalenz)
T ==l

Fur eine FormelF" € ® bezeichnen wir mit/ar(F) die in F' auftretenden Va-
riablen. EinLiteral ist ein Atom oder dessen Negation. (zaB-y, ...).

®, ist die Menge der positiven Literale.

-, ist die Menge der negativen Literale. Dabei giltb, := {—z | x € ®} Die
Menge der Literale bezeichnen wir niit(Es istL = &y U = P)

Beispiel:
(x), ((x) ist keine giltige Formel
—(z V y) ist eine giltige Formel

1.2 Semantik

Die Semantik ordnet den Formeln eine Bedeutung zu.

Definition 1.2 (Variablenbelegung) Eine (Variablen-)Belegun@der Interpreta-
tion (3, ist eine Abbildungj, : &, — {0, 1}, die den Aussagevariablen Wahrheits-
werte zuweist (0: falsch, 1: wahr).

Definition 1.3 (Bedeutung einer Formel) Seij, eine Variablenbelegung. Wir er-
weitern 3, zur Interpretations, die auf der Mengeb der Formeln definiert ist
durch

Bz) = Bo(z) farzedy  B(FVG)=max(8(F),B(G))
B(=F) =1-B(F) B(F'AG) =min(3(F), 5(G))
B(L)=0

Beispiel:
(I)O = {I,y,Z},ﬁo : {x,y,z} - {07 1}



mit Bo(z) = 0, Bo(y) = Bo(2) = 1

Bz V(yAz)V L) =
maz(B(-z V (y A 2)), B(L)) =
maz(maz(l — Bo(x), min(Bo(y), Bo(2)), B(L)) = 1

Definition 1.4 (Erfullbarkeit, Allgemeingltigkeit) Eine FormelF' € & heil3t
erfullbar, wenn es eine Variablenbelegufggibt mit 3(F') = 1. Ansonsten heif3t
F unerfillbar. Gilt fur alle Variablenbelegungen,, dassg(F) = 1, so heil3tF
(allgemein-)gltig. F wird dann auch eindautologiegenannt.

Beispiel:
F =-zV(yAz)V Listerfullbar (5, s.0.), nicht allgemeinigtig, das(F) =0
fur ZBﬁ()(l’) =1, ﬁo(y) =0.

Definition 1.5 ((semantischer) Folgerungsbegriff)SeiM C ® eine Formelmen-
ge undF' € ®. Dannfolgt F' (semantisch) aus/, falls fur jede Belegungi, mit
B(G) = 1furalle G € M auchg(F') = 1 gilt. Wir schreiben dair auchM = F.
Fur {G} E F schreiben wir auclty = F, fur § = F auch einfach= F.

Anmerkung:
= Fistaquivalent zuF ist eine Tautologie.

Beispiel:

SeiM ={z=y,x =z}
F=-xV(yAnz)Vv_Ll
MEF?

W
N
N

R ORORRERR|

PR R RPROOOOSR
Pk OOlr F ook
P OR O OR O
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R OOOR PP R
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Anhand der Tabelle sieht man, dass jede Variablenbelegung,digy undx = =
wahr macht, aucl” wahr macht. Somit gilii/ = F.

1.3 Aquivalenzen

Wir schreiben auclt” = G fur = F < G. Es gilt:
——F=F

FVF=F ,ldempotenz*

De Morgarsche Regeln:

_\(F\/G) EﬁF/\ﬁG

—|(F/\G) =-FV -G

Distributivgesetze:
(FANG)YVH=(FVH)N(GVH)
(FVG)ANH=(FANH)V(GANH)

Definition 1.6 (Boolesche Algebra)SeiB eine Mengey, A zwei Operatoren und
0,1€ B.
Es gelte:

1. vV undA sind assoziativ und kommutativ
2. es gelten die Distributivgesetze
zV(yAz)=(xVy A(xzVz)

und
cAyVz)=(@xAy) V(zA:z)

3.xAN0=0,zAN1=2 Vzx
4, xVO0=z,2V1=1Vzx

5. Zu jedem existiert genau ein’ mitz Az’ =0undz vV ' =1

Dann heiR{B;V, A, ,0, 1] eineBoolesche Algebra

Der Beweis von-—F = F ist jetzt einmaliber die Definition und Belegungen
moglich, oder auch in der Booleschen Algebra.



Satz 1.7 In einer Booleschen Algebra git—F = F.

Beweis: Nach 2. exa—x mit -z A =z = 0.

Nach 2. ex—x mitx A —z = 0.

Wegen der Kommutativt (1.) gilt nunz A —x = —z Az = 0. Wegen der Eindeu-
tigkeit von——z gilt ——z = .

Weitere &itze der Booleschen Algebra:

e ——z = x (Wie gezeigt)
e rNVNr=x xNT==x
ezV(zAy)=x yA@Vy) ==z
e DeMorgan—(zVy)=—-zAy —(zAy)=-zV-y
Definition 1.8 (Dualitat) F heil3t dual zu=, falls F' ausG durch Vertauschen der

Junktorenv und A und der Symbolé und_L entsteht. Wir schreiben aud? fir
die zuF' duale Formel.

Satz 1.9 Falls F = G, so giltauch:F*° = G°
Beweis:Ubung.

Lemma 1.10 SeiF’ € . Es gilt:

1. F erfullbar & —F keine Tautologie ' Tautologie< —F' unerfillbar].

2. EFAGgdw.= Fund= G.
Beweis:Ubung.

Satz 1.11 (Deduktionstheorem)SeiM C ® und F, G € ®. Dann gilt:
MU{F} =G impliziert M E=F = G.

Anwendung zum Nachweis vall = F', wobeiM = {G4,...,G,}
M E F?

{G1,....GL,} EF

{le L) Gn—l} ): Gn = F

;: Gi=(..(G,=F))
oderE= (G A ... NG,) = F



1.4 Normalformen

Vorteile von Normalformen: einfachere Algorithmen und Datenstrukturen.
Wichtige Unterscheidung:

e Normalform— ein bestimmtes Aussehen (z.B. CNF)

e kanonische Form- ein eindeutiger Repsentant pré\quivalenzklasse

k

)

|
kanonischer Regisentant

Definition 1.12 (vereinfachte Formel) Eine Formel FF € & heil3t vereinfacht
falls entweder" = —1 (= T) oder ' = | oder_L kommt nicht in¥" vor.

Lemma 1.13 Zu jeder FormelF" € & gibt es eineaquivalente vereinfachte For-
mel.
Beweis 1: Ersetze durch(z A —z)

Beweis 2:F'V L ~ F FVT~T
1VF~F TVE~T
FAL~ L FAT~F
1IANF~ L TAF~F

Definition 1.14 (Negationsnormalform) Eine FormelF' € & ist in Negations-
normalform(NNF), falls Negationen nur direkt vor Aussagevariablen auftreten.
(L wird dabei wie eine Aussagevariable behandelt.)

Beispiele zur NNF:

e —(z Vy) nichtin NNF.
e —z A —yin NNF.

e ——z nichtin NNF;z ist eine daziaquivalente Formel in NNF.

Lemma 1.15 Zu jeder FormelF’ € ® gibt es eingaquivalente Formel in NNF.
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Algorithmus fur NNF:  (Termersetzungssystem)

“(FANG)~ =F V-G
—(FVG)~ -FAN-G
—=F ~ F
(Redex ~ Reduktion)

Beispiel:

F==(xAN-y)V-(yVvl)
/gj;—\m\/—\—\y\/(—\y/\T)
~ —xVyV-oyAT

Definition 1.16 (Klausel) Eine DisjunktionF’ = (I; V --- V l,,) von Literaleni;
(1 < i < n) heiBtKlausel Sind alle Literale positiv (negativ) so heit posi-
tive (negativg Klausel Ist hochstens ein Literal inf" positiv, so heil3t' Horn-
Klausel Eine Klausel mit: Literalen heil3tk-Klausel Eine 1-Klausel wird auch
Unit-Klauselgenannt. Die leere Klausel (i.Z3) entspricht der leeren Disjunk-
tion, die als interpretiert wird, denn es ist:

1 n=>0
\V(F,..F)=4 F n=1

Definition 1.17 (konjunktive Normalform) Eine Formel F' ist in konjunktiver
Normalform (CNF), falls F' eine Konjunktion von Klauseln ist, ald6 = Fy A
-« A\ F, fur KlauselnF;.

Beispiel: Fy = (z Vy V —z) A (-2 Vy) Axistin CNF.
Lemma 1.18 Zu jeder FormelF’ gibt es einédquivalente Formel in CNF.

Anmerkungen:

1. Mengenschreibweis@f Formeln in CNF:
KlauseléMenge von Literalen, Formel in CNE Menge von Klauseln.

Fy = {{ZB, Y, ﬁZ}v {_'27 y}v {ZB}}



2. Wir lassen zwei Spezidlfie zu:

(@) F' = {} entsprechend der leeren Konjunktion, interpretiertrals
(b) 0 € F :Oleere Klausel

Beweisskizze zum Lemma 1.18:

Algorithmus far CNF:  (fur vereinfachte Formeln in NNF)
Termersetzungssystem:

FV(GNH)~ (FVG)AN(FV H)

(GNH)VF~ (GVF)N(HVF)
Anmerkungen:

1. CNF istim Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. (D.h. CNF ist keine ka-
nonische Form.)

2. Es gibt Formeln, deren kleinshgjuivalente CNF exponentiell in der @3e
der Ursprungsformel ist,, = (z11 A z12) V... V (1 Axp2) ~  CNF
enthalt 2" Klauseln mit jen Variablen.

Definition 1.19 (Erfullbarkeits aquivalenz) SeienF,G € ®. F und G heil3en
erfilllbarkeit&quivalentin Zeichen:F = ), falls F erfullbar ist gdw.G erfill-
bar ist.

. . SAT  SAT
Beispiel:x ANy = = = 2

Verfahren von Tseitin zur Generierung von CNF: (Termersetzungssystem)
FV(GANH)~ (FVz)N(GV—x)A(HV )

(GAH)VF~ (FV2)A(GV—2) A (HV —2)

wobeix neue Variablef ¢ Var(F) U Var(G) U Var(H)).
Idee:Verwender als Abkiirzung fir G A H. Dann

S

>

T

FVGANH)Z (1o GAH)A(FV )



=(—xVG) A (~zVH)AN(GV-HVx)\FVx)

N J . /
-~ -~

=

L~z V) A (= VH)A(FVa)

Zu zeigen ist unter Anderem:

e
_|

(mxVG)AN(—zVH)N(-GV-HVZ)AN(FVz) = (maVG)A(—zVH)AN(FVz)

Beweis:
,="1 trivial

.<": (Bem: Schreibeg=, F, falls F' durch die Belegung erfullt wird.)
Seiy/ eine Belegung mit=,, (-2 V G) A (mx vV H) A (FV ).

1. Seiy/(z) = 1.
Dann}=,, H. Also erfullt ./ die obige linke Seite ebenfalls.
2. Seiy/(z) = 0.

Dannl=,, F. Jetzt vahle neue Belegung’, die bis aufr mit n’ Uber-
einstimmt. Falls=,, G A H, dann véahley” (z) = 1, sonstu” (z) = 0.
Das geht, ddz} N (Var(F)UVar(G)U Var(H)) = 0.

AnmerkungTseitins Verfahren liefert etlbarkeit@quivalente Formeln, die line-
ar in der GbRRe der Ausgangsformeln sind.

Disjunktive Normalform (DNF)
CNF hat Klauseln, DNF hat Minterme. DNF dual zu CNF.

Algorithmus ftr DNF:

DNF(F)=CNF°(F?)
Beispiel: CNF— DNF - Transformation kann zu exponentiellem Wachstuhrén:
SeiF = (xd Vi) A(@EVad)A.. A (g V) in CNF.

F reprasentiert die Randbedingung um in n-bit Vektor die Bits zu setzen.
Die DNF zahlt dann alle Mglichkeiten auf:

FDNF = (l’(l]/\l’g/\.../\l'g)\/
(woNag AL NI}V

(xt A2 AL AT

10



AnmerkungDas Problem der Eiflbarkeit fur aussagenlogische Formeln in CNF
(SAT) ist NP—vollsandig (Bewiesen von Cook, ca. 1970). Es ist das erste Problem,
dessen NP-\ollgindigkeit bewiesen wurde.

2 Aussagenlogische Entscheidungsverfahren

2.1 Resolution

¢ Rein syntaktisches Verfahreay{Kalkil) zur Widerlegung (Feststellung der
Unerfullbarkeit) einer Formel

e Ursprunglich fur die Padikatenlogik entwickelt von J. A. Robinson (1965).
e arbeitet auf Formeln in CNF.

e nur 1 Ableitungsregel: Resolutionsregel

Definition 2.1 (Resolutionsregel)Sei C' eine Klausel mit Literal und D eine
Klausel mit Literal—/. Dann ist die Resolutionsregel anwendbar:
¢ D Res
(CNA{}) U (D\{~1})
E = (C\{l})U(D\ {—l}) heil’tResolventevonC' und D. Man sagt auchf ist
durchResolutioniber! (bzw.—l) ausC und D entstanden. (Weitere Schreibweise:
C,Dtg. E.)

Anmerkungen

1. [ heil3t zul komplemerdres Literal.
2. C, D werden Elternklauseln genannt.

3. Alternative Darstellung als Baum:

Definition 2.2 (Resolutionsherleitung) Sei i = {C,...,C,} eine Formel in
CNF undD eine Klausel. Eine Folgé’, . .., E, ist eine Herleitung vorD aus
F,falls E, = Dund fir alle E; (1 < i < k) existieren Klausel4, B €
FU{FE,...,E;_1} mit A, B . F;. D hei3t dann auctper Resolution aus
I herleitbar in Zeichen:F' Fgres D.

Beispiel: Es gilt F} Fres {2} aus obigem Beispiel

11



Pramissen

.
\ / Bh

(C—={l})u(D-{l}) Konklusion

Abbildung 2: Resolutionskaik

Beispiele:
F = {{JI, y}7 {_'ya Z}v {_‘Z7 JZ}}
{z,y}  {-w 2}

{z, 2z} {—z,z}

N

{z}

By = {{z,y}, {2, ~y}}
{z,y} {~z, -y}

NS

{y.~y}

\ tautologische Klausel
(immer wahr)

Definition 2.3 (ResolutionsabschlussPer Resolutionsabschluds:s™(F') einer
Formel ' in CNF ist definiert durch:

Res’(F) = F
Res'(F) = F U {F | E ist (nicht-tautlogische)
Resolvente zweier Klauselhy D € F'}
Res"™(F) = Res'(Res™(F)) furn > 1.
Res"(F) = U Res"(F')

n>0

Der Resolutionsabschluggs* enthalt alle nbglichen per Resolution aus F her-
leitbaren Klauseln.

12



Beispiel:

F3 = {{JZ, y}7 {l’, Y, Z}a {_"r}’ {_‘y> _'Z}}

{z,y}  {z,~y, 2}

{z, 2} {7}

{z,y}  {-=} {=} {—y, -2}
NS NS
{gi\\\\\\\\ /////////{ﬂy}

i

Satz 2.4 1. Der Resolutionskail ist korrekt (engl.sound. Das heif3t es gilt

fur alle FormelnF € ® und fur alle KlausenD:
F Fres D impliziert F = D.

2. Der Resolutionskaik ist widerlegungsvollsindig das heil3tiir alle F' € ¢

gilt: Falls F' unerfillbar, so gilt F' ., [1.

Anmerkung: Vollstandigkeit, d.h.F' = D impliziert F' s D gilt nicht Z.B.

F=xD=xVy.

F in Klauselform:{{z}}. Hieraus &sst sich{z, vy} } per Resolution nicht herlei-

ten.

Beweisskizze zu Satz 2.4:

1. RirC,D +}., Eist{C,D} [ E durch einfaches Nachrechnen iber-

prifen.
Allgemeiner Fall: Induktioriiber Lange der Herleitung.

2. (Widerlegungsvollgindigkeit)
Induktioniber LAnge der zu widerlegenden Formel:
Induktionsanfang{z}, {—z}. Klar.

Induktionsschritt: /' unerfillbar = I kg, 0. Betrachte Restriktionen

13



F |,—0, F' |.=1 fUr eine beliebige Variable x (beide sind nach Voraussetzung
unerfullbar) und deren Resolutionsherleitungen @rDiese Herleitungen
lassen sich leicht zu Herleitungen vén} bzw.{—z} erganzen (sofern sich
nicht direkt die leere Klausél herleiten &sst). Dann Iieferw}%es die
gewunschte Widerlegung.

Varianten/Einschrankungen der Resolution

a) Unit—Resolution{ res):

Mindestens eine Elternklausel ist Unit—Klausel (Klausel, die nur ein Literal ent-
halt).

Anmerkung:

e Hyres ISt widerlegungsvollgtndig ir Hornklauseln.

e Fyres iStin linearer Zeit entscheidbar.

b) Geordnete Resolutiofi- ges):

Voraussetzung: Strikte, totale Ordnurgauf Variablend,.

Resolution ist eingescénkt: Literal,uber das resolviert wird, muss in jeder El-
ternklausel maximal sein.

x < y heil3t auche < -y

Anmerkung: Fog.s ist widerlegungsvollgindig fur beliebige Formeln in CNF.

14



Beispiel:
3,2 <y=<z
F3 = {{x,y}, {ZL’, Y, Z}? {_UE}, {_'y7 _'Z}}

{1’7 Y, Z} {_'y7 _'Z}
{z,~y} {z,y}
{z} {~z}

N

O
Abbildung 3: Beispiele zur geordneten Resolution

Definition 2.5 (Subsumtion) SeienC' und D Klauseln.C subsumiertD, falls
C C D, d.h. falls jedes Literal vo@' auch inD vorkommt.

Lemma 2.6 Falls C' sumsummierD, dann giltC' = D.

Anmerkung: Zur Erfullbarkeitspiifung in CNF ist es ausreichend, nur solche
Klauseln zu betrachten, die von keiner anderen subsumiert werdenbsumier-
te Klauseln bnnen gedscht werden.

Beispiel:
{z} subsumier{z, y}

Hah Az, yhy = {{a}}

2.2 Davis—Putnam Algorithmus

e In den 60er Jahren vorgestelltes Verfahren zutilibvérkeitspiifung von
Formeln in CNF.

e Grol3e Verbreitung zurdsung aussagenlogischer Probleme, z.B. Hardware-
Verifikation (BMC), Protokoll-Verifikation, Konfiguration

Grundidee:
Probiere Belegung zu konstruieren, VarialileVariable; backtracking; unit-propagation

15



)
)
©)
4)
(®)
(6)

)
®)

(9)

(10)
(11)
(12)
(13)

boolean DPLL(ClauseSet S)

{ 1.Bereinige die Klauselmenge
while (S contains a unit clause {1} ) {
delete from S clauses containing I; /I unit-subsumption
delete 1 from all clauses in S, /I unit-resolution
2. Trivialfall?
if ( OeS ) retun false; /I constraint unerf ullbar
if ( S=0) retun true; /I nichts mehr zu erf ullen
3. Fallunterscheidung
choose a literal | occurring in S; /I Heuristik!
if ( DPLL( SU{{i}}) ) return true; /I first branch
elseif ( DPLL( SU{{l}}) ) return true; /I second branch
else return false;

}

Abbildung 4: Davis-Putnam-(Logemann-Loveland-)Algorithmus.

Anmerkung: Die unit—resolution und die unit—-subsumption fasst man oft zusam-
men zu der unit propagation.

Beispiel:

(@)

(b)

S=F= {{—u’L’}, {:E? y}v {JZ, Y, 2}7 {_'y’ _'Z}}

unit propagation mit = —z: Klausel{—z} wird gestrichenyz wird aus
allen Formeln gestrichens S = {{y}, {—w, 2}, {—y, ~z}}

unit propagation mit = y ~ S = {{z}, {—z}}

unit propagation mit = z ~ S = {0}

[ € S: false—- F3 ist unerfillbar.

S={{=zy 2} {~z vy, 2}, {~z}, {2 w}}

unit propagation mit = —x ~ {{y, z},{z, ~y}}
Fallunterscheidung:

Fall1: SU {{y}}

S = {{ya Z}v {Za _‘y}7 {y}}

unit propagation mit = y ~ S = {{z}}

unit propagation mit = z ~ S = ()

S = () =r eturn true

S ist erfullbar. Modell von S3(z) =0, 5(y) = B(z) =1

Fall 2: S U {{—y}}
wird nicht mehr untersucht.

16



Anmerkung:

1. Urspiinglich nach der while-Schleife der Zeilen (3) bis (6) aztiche Ver-
einfachungpure literal rule
Falls ein Literall nur positiv (oder nur negativ) if vorkommt, so knnen
alle Klauseln, in denen es vorkommt gstht werden. Denn oBdA kann

B(l) = 1 gewahlt werden.

2. Fir das zu komplemerdre Literal schreiben wir audhd. h.z = -z und
=z = x furallex € ®,

Korrektkeit des Davis—Putnam-Algorithmus: S |;;= {C —{I} | C € S,1 ¢
C'} wobei S Klauselmenge undLiteral.

Vereinfachung vort durch Setzen voh auf 1, entsprechend Zeilen (4) und (5)
des Algorithmus.

Lemma 2.7 1. Falls{l} € S, soistS erfullbar gdw. S |, erfullbar ist.

2. Sist erfullbar, gdw. S U {{l}} oder S u {{I}} erfillbar ist fur beliebiges
Literal {.

Beweis:

1. ,=" Sei f3 eine erfillende Belegung (Modell) vos. Also muss auch
B(l) = 1 gelten (da{l} € S)undg(l) = 0. Dannist3(C) = p(C \ {i})
fur alle C' € S. Und somit ist3, auch Modell vort |,.

, <" Sei 3, ein Modell vonS |, und{l} € S. Erweiterung vorpg, zu ), so
dassg)(l) = 1 ist immer niglich, da wede¥ nochl in S |; vorkommt. Da
B(D) = 1faralle D € S |;, gilt natiirlich auch3' (DU {I}) = 1. AuRerdem
ist 3'(E) = 1furalle Emit! € E. Also ist3, ein Modell vons.

2. Ubung.

Zur Termination:  Die Anzahln der inS vorkommenden Variablen (vor Schritt
2) nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab, so dass letztendlich S oderS = ()
gelten muss.
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Lernen im Davis—Putnam-Algorithmus:

e Wiederholte Bearbeitung von Teilen des Suchbaums, die aufgrund dersel-
ben Ursachen keinedsung enthalten, wird vermieden.

¢ Neue Klauseln werden generiert(zusatzliches Wisseiiber die Problem-
instanz).

e Backtracking (Untersuchung des zweiten Falls) kann zum Teil unterbleiben
(— nichtchronologisches Backtracking).

2.3 Binare Entscheidungsdiagramme (BDDs)

e Graphen-basierter Formalismus zur eindeutigen Darstellung boolescher Funk-
tionen:f : B" — B, B = {0, 1}.

¢ In der heutigen Form von Bryant 1986 entwickelt.

e Aussagenlogische Formeln ré@gentiert als gerichteter, azyklischer Graph
(DAG, ,directed acyclic graph“):

Terminalknoten: [0] ,[1] (entsprechend. undT)

innere Knoten:/()/@)\
1

i In

ex € P

« zwei Nachfolger:f; und f,, (Uber 0— bzw. 1-Kanten)
interpretiert al§—z = f;) A (z = f3).
.if —then — else": ifx then f;, elsef;.

Abbildung 5: BDDs

Definition 2.8 (Restriktion) Sei F’ eine aussagenlogische Formel,e &, und
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b € {0,1}. Die Restriktion/'|.—, ist dann rekursiv definiert durch:

Llpmp =L
T fallsz=yundb=1,
Ylowp = ¢ L fallsz =y undb =0,
y  sonst.
(=G)|a=b = ~(Glo=b)
(GV H)|=p = Glo=p V Hl o
(GAH)|pe=p = Glo=p N H|p=p

Shannon-Expansion: (einer Funktionf, dargestellt als Formel)

f = (2= flem) ANz = fa=1)
(@ V fla=0) A (m2 V [ [2=1)
= (@A fla=1) V(2 A f |e=0)

— fi=f ’x:07fh£f |x:1

(Reduced) Ordered BDD (ROBDD):

e Variablenordnung< (strikt, total)
e BDDs gebildet durch Shannon—Expansion

e Variablen eines Kindknotens immer kleiner als Variablen des Elternknotens
(beziglich <)

¢ (in Implementationen: Knoten eindeutig dargestelt DAG)

e reduziert mittels Vereinfachungsregel:

Abbildung 6: Vereinfachungsregel
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Beispiel: f = (x V y) A (x V =y V —z) A =z Variablenordnungz < y < x

[0]
Abbildung 7: Beispiel fir Reduktion von BDDs

Lemma 2.9 (Canonicity) Gegeben sei eine boolesche Funktiopn B" — IB
und eine Variablenordnung;, < z, < ... < x,.

Dann gibt es genau einen ROBDDmit f* = f(z1,...,x,).

(Dabei bezeichnet”, die vonu reprasentierte Funktion

Konsequenzen:

f=T gdw. ROBDD(f)=[1

f =1 gdw. ROBDD(f)=0

f erfullbar gdw. ROBDDf)-40

f =g gdw. ROBDD(f)=ROBDD(g)

Konstruktion und Manipulation von ROBDDs

1. Aufbau eines ODT (ordered decision tree)
Seit ein boolescher Ausdruck im Variablen

Build(t,n) := Build’(t,1,n)
Build'(t,i,n) :=
if (¢ > n) then ift then return 1 else returen O fi
else MKNodyg, Build’(¢[0/z;],i + 1,n), Build’(¢[1/z;],7 + 1,n)
fi
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2. Aufbau eines ROBDDs
Jeder Knoten darf nur ein einziges Mal konstruiert werden.
Wir benutzen eine Tabellenrgggentation, um existierende Knoten schnell
zu finden.
TabelleT" der Knoten bzw. des Graphen:
node| Var [ | | h

|

1 n+1 ;

2 4 |11]|0 R 4

3 4 |01 g

4 3 12|3

5 2 4]0 2 3
6 2 104

7 1 |56

Operationen auf™

init(T) : fuge Ound 1 in leer€f ein
u < add(i,l,h) : neuer Knoten
var(u),low(u), high(u) : accessors

Zum Finden existierender Knoten benutzen wir eine inverse Tabelle
init(H) : leeresH anlegen

b < member(i,l,h) : ist(i,l, h)in H vorhanden?

u < lookup(i,l, h) : finde H(i,l,h)

insert(i,l, h,u) : rerasentiere Abb(i, [, h) — u durch Eintrag inH

MakeNode &ir ROBDD:

MENod|T, H|(i,l,h) :=
if ({ = h) then return [
else ifmember(i, 1, h) then return lookup(i, [, h)
elseu = add(i, 1, h);
insert(i, 1, h,u);
return u;
fi
fi

Apply
Apply(op, ui,us) berechnet zu den ROBDDsg und u, das ROBDD iir
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den Ausdruck™ op t“2. (Dabei istt* der zu BDDu gehdrige Ausdruck.)
Grundlagen:

(1) (f z thent, elsefity) op (if x thent] else fity’) =
if  then (¢, op t)) else(ty op t,) fi
fur alle booleschen Operatoren

(2) (if z; thent, elsety fi) op t = if z;thent, op telsety op tfi
gilt immer

Apply[T, H|(op, u1,us) = init(G); App(uq, ug)

App(u1, u2) =
if G(uy1,uy) # emptythen return G(uy, uz)
else ifu; € {0,1} anduy € {0,1} thenwu «— op (uq,us)
else ifvar(u;) = var(uz) then
u — MEkNod(var(uy), App(low(uy ), low(us)),
App(high(uy), high(us)))
else ifvar(u,) < var(us) then
u «— MENod(var(uy), App(low(uq), us),
App(high(ui), uz))
elseu «— MkNod(var(us), App(uy, low(us)),
App(us, high(us)))

fi
fi
fi
fi
G(uy,ug) «— u
return( w)
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Bsp zuApply:

A Baum aller Aufrufe
o} 7
O B
o

Existentielle Quantifizierung
dxt = t[0/x] Vt[l/x]

Dabei bedeutett’ /z|: alle Vorkomnisse von: in ¢ durcht’ ersetzt.
Warnung: Es wird auchz/t'] verwendet, in der Bedeutung “replacdy t' in ¢*.
Ebenso wirdt[x «— t'] verwendet

Sat Count Berechnung der Anzahl éffender Belegungeruf /' aus ROBDD(F)

SatCount(u) = 2vertow)—var=1, garCount(low(u)) +
guar(high(w))—var()=1 o §utCount(high(u))

Model Checking mit BDDs (Symbolic) Prife Eigenschaften eines Zustands-
Ubergangssystems

Idee: Repasentiere Zuginde durch Formel (implizitf'rz(Z) = 1, fallsz € R
Repisentiere Zustantbergainge durch Formel
- 1 fallsz — o/
T(z,x") =
0 sonst

Erhalte Beschreibung aller erreichbaren Anske durch Fixpunktberech-
nung ausgehend von Initialzustand

R=1

repeat
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R =R,
R =RV (3Z.R(Z) NT(Z,2))[Z/]
until R = R/

Beispiel: Milner’'s Scheduler
t1 ty Tasks

1

N cyclers

N tasks sollen laufen;idfen nur in Reihenfolge gestartet werden
3J tokenh; heildt:: hat token

Cycler mit token darf task starten

start: cycleri andertt; von O zu 1
cycleri nimmt token aufr; von 1 zu 0,4; von 0 zu 1
cycleri legt token abz; 1 von 0 zu 1

Transitionenir cycleri: if ¢; =1 A t; = 0thent;, ¢, h; :=1,0,1
if h; =1 then C(i mod N)+1; h; == 1,0

In Boolescher LogikP; = (¢; A =t Aty A =c; ARV (hi A ¢y o nyg1 A7)

Tasks lbnnen abstrzen:if ¢, = 1 thent, =0

Initialzustand:~F A =h A ¢; A —cy A =z A ... A —Cx
(Dabei ist—t = =ty A —tg A ... A —ity)

Beispiel: N = 2:
P = (g A=ty AN A= ARV (hy Ay A —RY)
T P2 = (Cg/\_\tg/\)\/()

By = ty At}
E2 = tg/\_ﬂfé
I:ﬁtl/\_'tg/\_'hl/\_'hg/\cl/\_\CQ
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R = T
R = R=1
R = IV (3Z.T AR)[E/2)
= IV (32 VL (B V E)A)[E/]
= IV (th A=c, AR [E/2)
[\/(tl/\_'cl/\hl)
= R!

3 Pradikatenlogik (PL1)

Im Gegensatz zur Aussagenlogik sind hier die elementaren Aussagen nicht ato-
mar, sondern&nnen aus Relationen, Funktionen und Variablen zusammengesetzt
sein. Die Padikatenlogik erster Stufe (PL1) erlaubt die Beschreibung mathema-
tischer Strukturen (z.B. Gruppengiper, ...) und die Bezugnahme auf einzelne
enthaltene ElementeRormalisierte Sprache der Mathematik®).

3.1 Syntax

Die Sprache der PL1 besteht aus Symbolien f

¢ (Element—, Individuen-) Variablen
Vg, V1, Vg, €1C.

e aussagenlogische Junktoren:
V, A, o, L

e Quantoren:
universeller Quantor, {ur alle*): v
existentieller Quantor, s gibt ein“):3

e Klammern: (,)
e Relationssymbolek, S, T, ... (jeweils mit Stelligkeit. > 0)

e Funktionssymbolef, g, h, ... (jeweils mit Stelligkeit. > 0)

Anmerkung: Wir schreiben die Stelligkeiten z.T. als Index, also zf/Bfur 2—
stelliges f.
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Definition 3.1 (PL1-Term) Sei) eine Menge von (Element-)Variablef, eine
Menge von Funktionssymbolen. Die Merig@’, F) (oder einfach aucl’) der
Terme (berV undF) ist definiert als die kleinste Menge mit

1. VCT.

2. Falls f € F (mit Stelligkeitn), undt,,...,t, € T, so auchft,...t, € T.

Definition 3.2 (PL1-Formel) Sei)V eine Menge von Variablersc eine Menge
von Funktionssymbolen urid eine Menge von Relationssymbolen. Die Menge
o(V, F, R) (oder einfach®) der PL1-Formeln gberV, F undR) ist dann defi-
niert als die kleinste Menge mit

1. L €.

2. FallsR € R (mit Stelligkeitn) undty, ..., t, inT(V, F),s0istRt; ...t, €
.

3. FallsF,G € ®,soauch(FF vG) € &, (FAG) € dund—F € .

4. Fallsz € VundF € &, soauchdzF' € ® undVzF € O.

Anmerkung:

e Fur einen Term bezeichnel ar(t) die Menge der im Term auftretenden
Elementarvariablen.

e Prazedenzregeln zum Einsparen von Klammernitkch.

Beispiel:
F =Vx(3yPzy N Qfrgxy)

V=A{z,y},F={fo 01}, R ={P,Q2}

Beispiel: (freie Gruppe)

dxVy: x-y=y “EIns' (entsprichtdz Yy = -zyy)

Vydx: x-y=1 “inverses Element

Vo forally forallz: x-(y-z)=(z-y)-2z “Assoziativgesetz
V= {Ia Y, Z}"’T = {'27 10}>R = {:2}

VyVy : (x=vy) = (y==x) “symmetrisch"

Vo: (x=ux) “reflexiv*
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VaVyVz : (z=y)AN(y=2)) = (x =2) “transitiv*

(Peanos Axiomen - natliche Zahlen)

r+0=u JyWvVr s x+y==x
r+S(y) =S(x+vy) VaVy : x4 S(y) = S(z +y)
r-l=x JyvVr s x-y==x

r-S(y)=(r-y)+x VaVy: x-Sy)=(z-y)+=

3.2 Semantik
Logik Strukturen (semantic domains)
Formeln Interpretation
A Terme “Linker*
3\9 f, T2

\

Definition 3.3 ((F, R)-Struktur) SeiF eine Menge von Funktionssymbolen und
R eine Menge von Relationssymbolen. Eife R)-Struktur ist ein Tupeld =

(A, a), wobeiA # () eine Menge, dablniversumvon A4, ist unda eine Funktion,
die jedemf € F (der Stelligkeitn) einen-stellige Funktiom:(f) : A — A und
jedemR € R (der Stelligkeitn) einen-stellige Relatioru(R) C A™ zuordnet.

Beispiel:
A= (Nv a)

a(f) :NxN—=N:(z,y)—z+y
a(g) : N->N:zx—z+1
N?: (z,y) €a(P) & x =y
N°:(z,y) €a(Q) e <y

Definition 3.4 (Variablenbelegung (in einer Struktur)) Sei) eine Variablenmen-
ge undA = (A, a) eine(F, R)-Struktur. EineVariablenbelegung @i V in A) ist
eine Abbildungs : V — A. Flr eine Belegun@, a € Aundxz € V schreiben wir
Blx/a] fur die an der Stelle: auf a abgeinderte Funktions, also

a fallsy = z,
B(y) sonst

Pla/al(y) = {
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Definition 3.5 (Interpretation) Eine InterpretationZ (zu gegebenew, F und
R) ist ein Tupel(A, 3) bestehend aus einés, R )-Struktur A und einer Varia-
blenbelegung fur V in A.

Definition 3.6 (Interpretation eines Terms) SeiZ = (A, 3) eine Interpretation.
Fur einen Ternt definieren wir dessen Interpretatidrt) (in .A) rekursiv durch:

o 7I(t) = p(t) fallst € V.
o I(fty...t,) =a(f)(Z(t1),...,Z(tn)).

Beispiel: (zu Definition 3.6)
I(fx,gx) =+(2,+1(2)) =2+ (2+1)=5
beziglich obigemA4 und5(z) = 2,a(f) = +,a(g) = +1 = +(x, 1)
Definition 3.7 (Erfullbarkeitsrelation) SeiZ = (A, 3) eine Interpretation. Wir
definieren dieErfullbarkeitsrelatior? = F fur Formeln £ durch:

THL

ITERt...t, gdw. a(R)(Z(t1),...,Z(t,))
IEFVG gdw. 7 | F oderZ =G
IEFANG gdw. Z = FundZ G

IE-F gdw. 7 j= F
T E=VaF gdw. Z[z/a| = F furallea € A
7T dzF gdw. esgibteim € AmitZ[z/a] = F

Wir sagen 7 erfullt £ oder ‘F gilt in Z° oder ‘Z ist ein Modell vont”, falls
7 = F. Falls es eine Interpretatiod mit Z = F gibt, so hei3tF" erfullbar.
Falls Z |= F fur alle Interpretationerf (mit passenden, 7 undR), so heil3t’
allgemeingltig (in Zeichen:= F).

Anmerkung: (zu Definition 3.7) IStZ = (A, 3) eine Interpretation, so schreiben
wir Z[x|a] fur das Tupel A, 5[z|a)).
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3.3 Substitutionen

Definition 3.8 (freie/gebundene Variablen) Die Menge der freien Variablen
Fr(F) und der gebundenen Variablésd(F") einer FormelF' € & ist rekursiv
definiert wie folgt:

Fr(L) =0 Bd(L) =0
Fr(Rty ...t,) = Var(t;) U--- U Var(t,) Bd(Rty...t,) =10
Fr(FV Q) = Fr(F) UFr(Q) Bd(F v @) = Bd(F) UBd(G)
Fr(F AG) =Fr(F)UFr(G) Bd(F A G) = Bd(F) UBd(G)
Fr(—F) = Fr(F) Bd(~F) = Bd(F)
Fr(3zF) = Fr(F) \ {z} Bd(3zF) = Bd(F) U {z}
Fr(VaF) = Fr(F) \ {z} Bd(VzF) = Bd(F) U {x}
Beispiel:

F =Vx(JyPzyz V Q fiu) A IzRapx
Fr(F) = {z,u,x}
Bd(F) = {x,y, 2}

Anmerkung: Eine FormelF’ mit Fr(F") = () heil3t Satz.

Definition 3.9 (Substitutionen) Die (simultane) Substitutiotixy, . ..,z /t1, ... ]
bzw. Fxq, ..., 2, /t1,...,t,] ist fur Termet, t,,..., t,, paarweise verschiedene
Variablenzy, . .., z, und FormelnF’ definiert durch (wir schreibed fur x4, . . ., z,
undé fir ¢y, ..., t,):

ol)1] = {x falls z ¢ {z1,... 2}

t;, fallsz =z,

(fslsn)[f/ﬂ = fsl[f/ﬂsn[f/ﬂ

(Ql’F .f/ﬂ = QU(F[.’I}'“, Ce 7xi57x/ti17 c. ,tiS,U]) m|tQ € {H,V},
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wobei in der letzen Zeile;,, ..., x;, genau die Variablerr; aus sind, fir die
z; € Fr(QzF) undx; # t; gilt, und v eine neue Variable mit. ¢ Fr(F) U
Var(t;,)U---U Var(t;,) ist. Fallsz ¢ Var(¢;,) U---U Var(¢;,), kann auchy = x
gewahlt werden.

Beispiel:

1. fyzly,z,u/z,2,y] = fzx
2. VxPzyly/x] = Yu(Prylz,y/z, u] = YuPux

3. (3zPxfyz)[z,z/u, fyy] = IxPxfyfyy

Anmerkung: Eine FormelF”’, die ausF’ durch endlich viele Anwendungen der
Aquivalenz

QrA = QyA[z/y]
wobeiy ¢ Fr(A), Q € {V, 3}, entsteht heiligebundene Umbenennung vBn

Beispiel: 3(PzyVVyRx fy) ist gebundene Umbenennung vx( PzyVVa Rz fx).

3.4 Normalformen

Definition 3.10 (Negationsnormalform) Eine Formel istin Negationsnormal-form
(NNF), falls Negationen nur vor Relationssymbolen auftretenw{rd dabei wie
ein Relationssymbol benandelt.)

Lemma 3.11 Zu jeder FormelF’ € ® gibt es eingdquivalente Formel in NNF.

Algorithmus fir NNF  (Termersetzungssystem)
—VaF ~» do—F

—dzF ~ Vo= F

Aul3erdem gelten die Regeln der AL—NNF-Transformation, z.B.
—(FANG)~ =FV-G.
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Definition 3.12 (Pranexe Normalform) Eine FormelF' € & ist in pranexer Nor-
malform (PNF) falls sie die Form

Q1$1 e annFo

besitzt, wobe); € {3,V} fur 1 <i < nundF, quantorenfrei istQx; ... Q,x,
heil3tPrafix und £, Matrix von F..

Lemma 3.13 Zu jeder FormelF' € ® gibt es eingiquivalente Formel in @nexer
Normalform.

Algorithmus fur PNF:  (Termersersetzungssysteiir Formeln in NNF)
FV 3zG ~ Jy(F Vv G[z/y]),wobeiy ¢ Var(F) Vv Fr(G)

F AV2G ~ Yy(F A Gz /y]), wobeiy ¢ Var(F) Vv Fr(G)
F Vv VzG ~ Yy(F V Gz /y]), wobeiy ¢ Fr(F) Vv Fr(G)
F A 322G~ Jy(F A Glz/y]), wobeiy ¢ Fr(F) Vv Fr(G)

Beispiel:
dx(Pxy VYyRxfy ~ JaVz (Pry V Rrfz)
~  N———r

F G Prafiz Matriz

Ziel: Elimination von Existenzquantoren

Beispiel: F' = Vax3dyPxy

Dann gibt es eine Funktiofy, die fur allex das,passende, berechnet:

Va Pz f(x) ist damit erfillbar, falls ' erfullbar ist, also eine Interpretatiqfi exis-
tiert mit 7 |= F. Dieseg7 kann man um obige Funktiofierweitern.

Definition 3.14 (Skolem-Normalform) Eine Formel ist inSkolem-Normalform
(SNF), wenn sie in panexer Normalform ist und ihr Rifix nur universelle Quan-
toren () enthalt.

Idee: Fallsdz Pz, dann gibt es eine Funktion, die dieses existierende Element
bezeichnet. Das Elemenéahgt ggf. von anderen Elementen ab:

Va3y Py~ Pf(x)

Jy Py~ P(c)
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Satz 3.15Zu jeder FormelF" € & gibt es eine Formely € & fur die gilt:
e (G istin pranexer Normalform
G ist in Skolem-Normalform
e (G enthalt keine Existenzquantore

e Fundd sind erfillbarkeitsaquivalent.

Anmerkung: G kann zugtzliche, nicht inf" vorkommende Funktionssymbole
enthalten. Diese werden Skolemfunktionen bzw. Skolemkonstanten genannt.

Algorithmus fur SNF:  EingabeF' in PNF, d.h.F' = Q1x; ... Qx,, Fy mit Fy
guantorenfrei.
J-Elimination durch Anwendung der Regel:

Vay . Vop3re 1 QriaTrgs - - QmTm Fo ~

VLCl .. .mG(QngkH R memFg)[ka/f:cl R i

wobei f ein neueg—stelliges Funktionssymbol ist.
Beispiel:
JxVy3z(Pzy A Ryz)
bl (Vy3z(Pxy A Ryz))[x/co] = Vy3z(Pcoy N\ Ryz)

Wy (Peoy A Ryz2)[z] fiy] = Y(Peoy A Ryfry)

Anmerkung: = F' gdw. = Vz F.

Algorithmus:  Generierung einer diflbarkeitséaquivalenten Formel in Klausel-
darstellung
Eingabe:F' € () mit Fr(F) = ® (d.h F ist ein Satz).

1. Berechne NNF von F.

2. Berechne PNF; von F.

3. Berechne SNE3; von Fs.

4. Bringe Matrix vonFj in konjunktive Normalforn~ Fj.
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AusgabeMatrix von F; in Klauseldarstellung.

Beispiel: F' = JdaVyRxy A ~32VuRzu

1. NNF: F} = daVyRxy A Vz3u—-Rzu
2. PNF:F, = JaVz3uVy(Rxy A ~Rzu)
3. SNF:Fy = V2Vy(R.,y A ~Rzf12)

4. CNF:F, = F3

Ausgabe{{Rcyy}, {~Rzfi12}}

3.5 Unifikation

Hintergrund: (syntaktisches)dsen von Termgleichungssystemen

Beispiel: { f(z,y) = z,9(y) = g(g9(z))}
Durch welche Terme iissen die Variablen, y, z ersetzt werden, damit (syntak-
tische) Gleichheit erreicht wird?

{y = g(x), 2 — f(z,g(x))} oder{z v a,y > g(a),z — f(a,g(a))} (wobeia
eine Konstante ist) sinddsungen des Beispiels.

Definition 3.16 (Substitutor) Ein Substitutoiist eine Abbildung : V — T'(V, F),
so dasw (z) = « fur fast allex. Wir schreiben auch = {z, — t,..., 2, — t,}
fur die Abbildung

(2) t;, fallsx =z;fUreinimitl <i <n,
o =
r fallsx ¢ {zy,...,z,},

wobei diex; paarweise verschieden sind.

Definition 3.17 (Substitutionsanwendung)Die Substitutionsanwendumng bzw.
Fo fureinen Ternt, eine FormelF’ und einen Substituter = {x; — t¢1,..., 2, —
t,} ist definiert durch

to:=tlry, ...,z /ty, ... )
Fo ::F[xl,...,xn/tl,...,tn] .
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Definition 3.18 (Separator) Seienk; und K, Klauseln. Eine Umbenennurig
heiRtSeparator vork; und K, falls Fr(K£) N Fr(K5) = 0.

Anmerkung:

1. Ein bijektiver Substitutos : V — ) wird Umbenennungenannt.

2. Seio ein Substitutors kann zu einer Funktioft'(V, ) — T(V, F) erwei-
tert werden durch

(f(ty...tn))o = f(tyo...t,0)
3. Hir zwei Substitutoren undr definieren wir deren Kompositiosnir durch
z(oT) := (xo)T
(Postfixnotation, d.ho7(x) = 7(0(z)))
4. K¢ :={l&|l € K}

Ziel von Separatoren: keine gleichen Variablerkinund K.

Beispiel: £ = {z — v,u — w,v — z,w — u} =: {z < v,u < w}istein
Separator Vo{ Pz z, Puz} und{Qy, Pzu}.

Definition 3.19 (Unifikator) Seil eine Menge von Literalerl. heil3tunifizier-
bar, falls es einen Substitutar gibt, fur den Lo aus nur einem Element besteht.
o heil3t danrUnifikatorvon L.

Beispiel: L = {z,a}; L = {R(x, 9(y)), R(g9(a), g(a))} unifizierbar
L ={R(y,y), R(g(x), x)} nicht unifizierbar

Definition 3.20 (Allgemeinster Unifikator (MGU)) Ein Unifikator o einer Li-
teralmengel heil3tallgemeinster Unifikator (most general unifier, MGU) vbn
falls es zu jedem anderen Unifikatet von L einen Substitutor gibt, so dass

oT =o',

Anmerkung: L = () ist nicht unifizierbar.

Beispiel: Sei L = {P(f(z,y),9(y)), P(2,9(g(x)))}
L ist unifizierbar mitv = {y — ¢g(x), z — f(z,g(x))} als Unifikator, denr.o =
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{P(f(z,9(x)),9(g9(x))), P(f(x,9(x)),9(9(x))} = {P(f (2, 9(x)), 9(9()))}

{R(z,9(y)), R(u,v)}
mgup := {x +— u,v — g(y)}
o:={r—au—av— gy}

mauy’ = {u — u,v — g(y)}
Anmerkung: Vergleiche losen von Termgleichungsystemen

Unifikationsalgorithmus (nach J.A.Robinson):
Berechnet allgemeinsten Unifikator einer Literalmenge L, sofern dieser existiert.

1. FallsL nicht von der Forr{ Pt} ...t} Pti...t},... Pty .. . tF} fur einn—
stelliges Padikat P und Termet! oder falls = (): STOP mit AusgabelL
ist nicht unifizierbar”.

2. Setze := 0 undo; := id (Identitatsfunktion).
3. FallsLo; einelementig: STOP miio; ist allgemeinster Unifikator”

4. WahleFy, F», € Lo; mit Fy # F;. Seiens; und s, die ersten inF; und F5
unterschiedlichen Symbole.

5. Falls sowohk; als auchs, Funktionssymbole sind: STOP mit ist nicht
unifizierbar”.

6. Fallss; oders, Variablensymbol (angenommen = x): Bestimme Ternt
in I3, der an der Position vos, beginnt.

7. Fallsz € Var(t): STOP mit,L ist nicht unifizierbar.
8. Setzeﬂ'i+1 = O'i{l' = t} undl. =1 + 1.
9. Gehe nach 3.

Anmerkung: Der Unifikationsalgorithmus kann exponentielled@e annehmen,
z.B.:

L=A{Pfxy...xn, Pfgr12192222 ... gTp 1Tp_1}
f = {fnqu}
o1 ={xg — gr171}

o9 = 01{x1 — groma} = {xo > ggTIT2GT2T2, T1 — gTo2To}
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3.6 Pradikatenlogische Resolution

Erweiterung der aussagenlogischen Resolution auf PL1.

Definition 3.21 (Resolution) Seienk;, K, und K Klauseln.K heil3tResolvente
von K; und K,, falls es einen Separatay von K; und K, gibt und Mengen
My, Ly € Ky, My, Ly C K>, so dass

) Ly 7é ¢ und L, 7£ 0.
(i) L1& UL, ist unifizierbar mit allgemeinstem Unifikator (MGY)
(|||) Kl = MlULl, K2 == MQULQ UndK == (le U MQ)ILL

K, K,
NS
K

Abbildung 8: Schreibweise des Resolutionskaliir PL1

Beispiel: K1 = {—=Pxyc, Rygfz}, Ky = {~Rfzgy}, F = {co, f1,1},R =
{Ps, Ry}

]\/[1 L1 L2
— — _
{=Pzxyc, Rygfr} {=Rfrgy}*=="
£=
y—v p=A{v fr,y— fu}

{Puvc}u = {Pufxc}

Abbildung 9: Beispiel zur Resolution

Li§ = {Rvgfu}, My§ = {=Puvc}
Dabeiist-L = {-l|l € L}
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Verfahren zur Generierung einer Resolventen (Gegeben: Klauselmengs

1. Wahle zwei Klauselrd;, K, zur Resolution.

2. Benenne Variablen ik, um, so dasg(; und K, variablenfremd sind (lie-
fert Separatot).

3. Lege Literale festlf; C Ki,L, C K>) Uber die resolviert werden soll.
4. Bestimme allgemeinsten Unifikatorvon L& U —Ls.
5. Berechne Resolventd: K & — L&) U (K3 — L

EEE — L6 U (Ko 2) )1

M€ My

Anmerkung: Resolutionsherleitung—x.s), Resolutionsabschlus£¢s*) lassen
sich direkt vom aussagenlogischen Ralertragen. Definition vof= Ubertiagt
sich ebenfalls.

Satz 3.22 Der pradikatenlogische Resolutionskalkst korrektundwiderlegungs-
vollstandig d.h. es giltiir alle F' € ® (in Klauseldarstellung) und alle Klauseln
C:

1. Korrektheit:F' Fg.s C impliziert F' = C.

2. Widerlegungsvollandigkeit: F" unertillbar impliziert F' +g,. [

Beweis:siehe z.B. Gallier, Logic for Computer Science".

Anmerkung:

1. Rir PL1-Resolution gibt eghnliche Beweisstrategien wiérfdie AL-Resolution
(geordnete Resolution, Hyperresolution, Set—of-Support Resolution).

2. Zur Ldsung eines Folgerungsproblerfis = C fur eine PL1-FormeF
und eine Klauset, C = {lIy,--- I}, kann man folgenddquivalennz
verwenden:

F = C gdw. F' A =C unertllbar
gdw F U {{-l}, - ,{-l}} Fres O.
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Das Herbrand Universum

SeiS eine Menge von Klauseln.
H(S) ist wie folgt definiert:

1. Die Menge aller Konstanten-Symbo{g’}, die in .S vorkommen ist in
H(S). (Falls{f} = 0, dann sei ein beliebiges Symhoin H(S).)

2. Falls die Termé,, ... t, in H(S), dann ist auchy*(¢y,...,t,) in H(S).
Dabei sindf" n-stellige Funktionssymbole if.

3. Nichts sonstist i (.5).

Beispiel: SeiS = {P(z) v Q(a) V =P (f(x)) V ~Q(b) v P(g(x,y))}

H(S) = {a,b, f(a), f(1),g(a,a),9(a,b), g(b, a), g(b,b), F(f(a)), F(F(D)), -,
g(a, f(a)),.. .}

Die Herbrand Basis

Die Herbrand-Basis besteht aus allen Grund-Instanzen aller atomaren Formeln
aus.S, wobei die Grundinstanzen durch Einsetzen des Herbrand-Universums in
die Variablen gebildet werden. Die Elemente der Herbrand-Basis héifdeme

Beispiel: Sie P ein Padikatensymbol.

Die Herbrand-Basis entsteht durch Einsetzen des Herbrand-Universums in die Ar-
gumente vonP.

P(z,y) ~ P(a,b), P(a,a),...

Semantische Buume

Beispiel: S := {P(z) V Q(y), ~P(a), ~Q(b)}
H(S) = {a, b}
H-B(S) = {P(a), P(b),Q(a), Q(D)}
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Q(a (a) Q(a (@(a)
P®) \~P() Py \-P(®)
Qb)) \-Q(b) Qb)) \-Q(b)

F FFFFFFFFFFFFFTFTF

Jeder Pfad im Baum definiert eine Interpretatioh kann die Klauselmenge wahr
oder falsch machen.

Ein Pfad von der Wurzel zu einem Blatt bestimmt eine Interpretation, ein Modell.
Ein Modell falsifiziert eine KlauseK, wenn es eine Grundinstanz vaén gibt,

die unter dem Modell den Weit' erhalt. Ein Knoten an dem eine Klausél

zum ersten Mal falsifiziert wird, heifehlerknoten (failure nodeyon K. Ein
semantischer Baum hei§eschlossenif eine Klauselmengé, falls alle Pfade

im Baum in Fehlerknoten enden.

Satz 3.23 Ein semantischer Bauniiif eine uneriillbare Klauselmengé' ist fur
S geschlossen und eréth eine endliche Menge von Knoten oberhalb der Fehler-
knoten.

Definition 3.24 Ein Knoten, dessen Kinder Fehlerknoten sind, hkifarenzkno-
ten

Beispiel: S = {~Pz V Qz, Pfy,Q fy}
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Korrektheit (soundness) und Volls&indigkeit (completeness) der Resolution

Satz 3.25 (Korrektheit) Die Resolvente ist eine logische Konsequenz ihrer El-
tern.

Satz 3.26 (Vollsindigkeit) Aus jeder uneifllbaren Klauselmengé' lasst sich
mit Resolution die leere Klausel ableiten.

Beweis: SeiT, ein geschlossener semantischer Baum&sein ein Interferenz-
knoten mit Kinderm; undn,. Klausel{ A;} werde am, falsifiziert und{B;} an
No.

Wir zeigen: es existiert eine Resolvert€;}, die bein (oder toher) falsifiziert

wird.
n

Sei L das Literal,uber das am entschieden wirdZ I 7

ist wahr ann; und falsch ams.
ni no

Betrachte{ A;}, das am;, falsifiziert wird. Es muss eine unifizierbare Teilmenge
{a;} C {A;} geben, die-L als Grundinstanz hafa;}, = L. {A;} \ {a;} wird
ann oder toher falsifiziert.

Analog fur { B;} mit {b;} undn, und Unifierr.

Wir kombiniereno undr zuw.
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Da{a;}, = Lund{b;}, = =L, haben{A4;} und{B;} eine Resolvent&{A;} \
{ai}]x U{Bi} \ {b:}]r, wobeil ein mgu ist und{A;} \ {a;}].. eine Instanz von
{A:}\ {a:}]n (Da{a;}, = Lund{b;}, = —L, haben{A4;}, und{B;}, eine
Resolventer,,. Dann gibt es aber auch eine ResolveRfevon { A;}, und{B;},

mit mgu \.)

Sowohl[{4;} \ {a;}]. also auch{B;} \ {b;}].. werden am falsifiziert. Das gilt
auch tir [{A;} \ {a;}]a und[{B;} \ {b:}]a, also auchiir [{A;} \ {a;}]x U[{B:i} \
{b;}].. Das ist die Resolvente! Also werden nach endlich vielen Resolutionsschrit-
ten alle Inferenzknoten zu Fehlerknoten, inklusive der Wurzel. Dorégtlie
leere Klausel fehl. O
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